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НА ОПЕРАТОРНЫХ АЛГЕБРАХ 
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В работе [1 J для эрмитовых матриц А, В, вещественных 
функций f и неотрицательных весовых функций w изучались 
неравенства 
Тr(w(A)J(A)) ~ Тr(w(A)J(B)) (А~ В) . 
Такие неравенства можно рассматривать как промежуточный 
случай между хорошо изученными матричными неравенства­
ми, f (А) ~ f (В), и неравенствами монотонности для следа · 
Тr(f(A)) ~ Тr(f(B)). 
Приведем некоторые утверждения из работы [2}, цель К<УГО­
рой состояла в перенесении результатов [1] со случая следа на 
полной матричной алгебре на следы на алгебрах фон Неймана 
( афН) и С* -алгебрах. 
Всюду далее через мsа и м+ обозначаем соответственно 
подмножества самосопряженных и положительных элементов 
афН М . Через и(А) обозначаем спектр оператора А. 
Теорема 1. Пустъ т - то-чный, нормалън-ый, nоложи­
телъный следов'Ый функи,ионал на некоммутативной афН М . 
Пустъ f : R+ -> R - борелевска.я функчи.я, ограни-~енна.я 
на ограни-~еннъ~х подмножествах R+ . Тогда неравенство 
т(А1 12 f(A)A 112 ) ~ т(А112 f(B)A 112 ) имеет место дл.я любой 
пары А, В Ем+, такой, 'Что А~ В, тогда и толъко тогда, 
когда функция g(x) = xf(x) выпукла на R+. 
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Теорема 2. Пусть т - nолунеnреръ~вн'Ьtii. снизу по норме 
след на афН М, f - непреръ1вная, неотрицате.пышя, выпук­
лая, монотонно неубъ1вающая фун:кция на в'Ьtпуклом подмно­
жестве П 'Числовой прямой, w - неотрицательиая борелев­
ская функция на П, ограни-ченная на компактиых nод.м:н.о~псе­
ствах П . Тогда 
т(w(A) 1 12 .f(A)w(A) 112 ) ~ т(w(А) 1 12 J(B)w(A) 112 ) 
для любой пары операторов А, В Е мsа, таких, 'Что и(А) , 
G'(B) С П и А ~ В. В с.л.у'Чае коне'Чного еле.да условие неотри­
цательности функции f можно отбросить. 
Некоторые из рассмотренных неравенств выделяют следы 
в определенных классах весов на операторных алгебрах: 
Теорема 3. Пусть r - неотрицательное -число, и nустъ 
ер - такой нормалънъ1й nолуконечнъtй вес на афН М, -что 
cp(A2r+2 ) ~ cp(Ar В2 лr) для люб'Ьlх А, в Е м+ 1 удовлетворя­
ющих равенству А ~ В . Тогда t.p - след. 
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